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As componentes principais no descarte de variaveis
em um modelo de regressao multipla

The principal components in the reduction
of variables in a multiple regression model

Jair Mendes Marques*
Marcos Augusto Mendes Marques**

Resumo

A Andlise de Componentes Principais € uma metodologia da Andlise
Estatistica Multivariada cujos principais objetivos sdo: reduzir o nimero de
dados de um problema e explicar a estrutura da matriz variancia-covariancia
pelas poucas combinagdes lineares das variaveis originais. Neste artigo,
procurou-se utilizar a Andlise de Componentes Principais para reduzir o
numero de variaveis explicativas (independentes) em um modelo de
regressdo linear maltipla. O método foi aplicado para um conjunto de
dados envolvendo seis variaveis explicativas da economia brasileira para os
anos de 1980 a 2003. A analise foi realizada com uso do software Matlab
e 0 método utilizado proporcionou a reducdo das seis variaveis explicativas
para apenas uma componente principal.

Palavras-chave: descarte de variaveis; regresséo linear multipla; analise de
componentes principais.
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was used in this study and of the six predictor variables just one principal
component remained.
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Introducao

Nos modelos de regressdao multipla, é muito
comum a ocorréncia de variaveis independentes
altamente correlacionadas, resultando em coeficientes
de regressdo estimados com baixa precisdo. Nesses
casos, é vantajoso o descarte de algumas variaveis com
0 objetivo de aumentar a estabilidade dos coeficientes
de regressdo estimados.

Entre as varias alternativas que existem para
reduzir a dimensionalidade do modelo, uma delas
consiste na utilizagdo de componentes principais. Como
nos modelos de regressdo, cujo propodsito é a
explicacdo da variavel dependente, devem-se reter
aquelas componentes principais que tém altas
correlacdes com a variavel dependente. No caso de
um modelo de regressdo multivariada, analisam-se as
correlag®es das variaveis independentes com cada uma
das variaveis dependentes. Existe uma tendéncia para
os dados com componentes de grandes variancias de
melhor explicar as variaveis dependentes (MARDIA,
KENT e BIBBY, 1982).

Quando, no modelo de regressdo adotado, as
componentes principais tiverem um significado natural
e intuitivo, talvez seja melhor expressar o modelo de
regressdo em termos das componentes principais,
caso contrario, é mais conveniente retornar as

variaveis originais.

1 Componentes principais

Para investigar as relagdes entre um conjunto de p
variaveis correlacionadas pode ser util transformar o
conjunto de varidveis originais em um novo conjunto de
variaveis ndo-correlacionadas chamadas componentes
principais, tendo propriedades especiais em termos
de variancias.
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As novas variaveis, as componentes principais, sao
combinacgdes lineares das variaveis originais e derivadas
em ordem decrescente de importancia tal que, por
exemplo, a primeira componente principal é a
combinacao linear normalizada com variancia maxima
(JOHNSON e WICHERN, 1988).

A reproducdo da variabilidade total do sistema
requer as p variaveis, porém, freqiientemente, a maior
parte dessa variabilidade pode ser explicada por um
nimero pequeno k <p, de componentes principais.
Nesse caso, existe praticamente a mesma quantidade
de informag®es nas k componentes principais que nas
p variaveis originais. As k componentes principais

podem entédo substituir as p variaveis originais.

Os principais objetivos das componentes principais
sdo: a) reduzir o nimero de variaveis; b) analisar quais
as varidveis ou quais conjuntos de variaveis explicam a
maior parte da variabilidade total, revelando que tipo
de relacionamento existe entre eles (BOUROCHE e
SAPORTA, 1982).

1.1 Componentes principais
populacionais

Algebricamente, as componentes principais séo
combinacgdes lineares de p varidveis originais:

X Xor s X

Geometricamente, as combinacdes lineares
representam a selecdo de um novo sistema de
coordenadas, obtido por rotacdo do sistema original
com X, X, ..., X, como eixos. Os novos eixos, Y,
Y, ..., Y, representam as direcdes com variabilidade
maxima, permitindo uma interpretacdo mais simples
da estrutura da matriz de covariancia.

Por exemplo, para p=2
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FIGURA 1 - SIGNIFICADO GEOMETRICO DAS COMPONENTES PRINCIPAIS PARA p=2

Seja  X'=[X;,X,,....Xp] um vetor aleatério p-

dimensional com vetor de médias m matriz de

covariancia S e autovalores: [ 31,3 ,...,3 | .

Considere as combinacdes lineares:
— —_
Y1=C1 X =¢Xq FepXp Tt epX,

Y, =Cy X =CppXy +CppX, +i+C X

Yp= <, X =CypX 1 +Cop Xy +..+CppX

P
ou:
Y =CX
onde:
6,0 G Co L oyl
a )
y=E20 o c=€a 2 b g
& M EM M L MU
é‘Yu € C L ¢ u
8'r0 & O pp 0
com:

E(Y]) = E(C'j X) = C'j E(X) :C'j m
V(Y ;) = V(C'i X) = C'J. V(X)Cj = C'j Scj
Cov(Y;,Y;)=V(c, X,C'j X)=c Sc'j

i1j=12 ..,p.
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2.1)

2.2)
(2.3)

(2.4)

tendo solugdo normalizada com:

Define-se, de acordo com Chatfield e Collins (1992):

a 1.2 componente principal populacional

como a combinagéo linear ¢, X que maximiza

V(c', X) sujeita a restri¢ao C'l c, =1.

a 2.2 componente principal populacional
como a combinacao linear c'2 X que maximiza
V(c, X) sujeita as restricdes c,Cc,=1 e

Cov(c’,X, ¢, X) =0.

a j-ésima componente principal populacional
como a combinagéo linear © i X que maximiza
V(cjX) sujeita as restrigdes C;C, =1 e

Cov(c; X,¢; X) =0 para todo i <.
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1.2 Propriedades das componentes
principais populacionais

(1) Seja o vetor aleatorio X'=[X;,X,,.., X,] com
matriz covariancia S e pares de autovalores-
autovetores (I &), (I,&), .. (I ,&), onde

31,3

principal é dada por:

.3 Ip 3 0. A j-ésima componente

Y] = e|j X = eljxl +esz2 +...+ eijp ,j = 1, 2,..., 9] (25)

onde:
V(Y]):éJ SeJ =| i€ COV(Yi,Yj):e'iSej :0, it ] (26)

(2) Variancia total:
P 2,2 2 P
aVXj)=si+so++sp =l +l ,+..+1 ;=32 V(Y))
i=1 j=1
(2.7)
() Se Y, =€, X,Y,=€,X, ..., Yp=€,X sdoas
componentes principais de S entéo:

. :eiilj
Y X T T

i,j=1,2..,p (2.8)

sdo os coeficientes de correlacdo entre as

componentes principais Y, e as variaveis X,

onde (I ,e), (1,8&), ... ,(I &) sdo os pares de
autovalores-autovetores de S (ANDERSON,
1958).

(4) A proporcéo da variancia total explicada pela
j-ésima componente principal é:

I

I 4l 4ol )= h2p

(2.9)

Cada autovetor €;=[ey €y, ... €]

auxiliar na interpretacdo da componente principal ;.

pode

A magnitude de g mede a importancia da i-ésima
variavel X, para a j-ésima componente principal Y,. Na
realidade, e, é proporcional ao coeficiente de

correlagdo entre Y, e X;.
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1.3 Componentes principais populacionais
de variaveis padronizadas

A j-ésima componente principal Y, das variaveis
padronizadas:

]:gxl'ml Xp- M L Xp'm’g
8 Si s, Sp
(2.10)

Z=[z4,25,.., Z

p

ou, em notagdo matricial:

2=(v¥?) H(x- m 2.11)
G, 0 L 0u  ému &
é a u u
vrezg® S2 b0y dy oy eXag
onde: eM M M M eMu € Mu
e}o 0L a é e, u
é Spl &ha pQ
com Cov(z) =r é dada por:
yj=€jz=¢; (V") 'X-m,j=1,2 ..,p (2.12)

1.4 Propriedades das componentes
principais populacionais de variaveis
padronizadas

p p
(1) aVly;)=aVi)=p. (2.13)
j=1 i=1
@ ?yz =eifl;, ij=12...p,
onde: (I,,e), (&), ... ,(I ,€,) sdo os
pares de autovalores-autovetores de
rcom |, %1,3..3130. (2.14)

(3) A proporc¢édo da variancia total explicada
pela j-ésima componente principal de z é
'

dada por —

> (2.15)



1.5 Componentes principais amostrais

Na pratica, os parametros me S sao desconhecidos
e devem ser estimados. Suponha-se que X, X, ..., X, ,
com n>p sao vetores p” 1de observagdes independen-
tes de X.

As estimativas de me S séo, respectivamente:

L n 10 - N
mM=X==3aXx e S:_l-a x; - X)(x; - X)

ni= n-1ia (2.16)

A j-ésima componente amostral é dada por:

Y| =X =Xy + X+ 48X, i =12, ...,
(2.17)

onde: (1 1,&),(1 2,8,),....(1 0:€) sdo os autovalores-

autovetoresde Scom | ;31,3 .31 ,30.

p

1.6 Propriedades das componentes
principais amostrais

@ V) =1j=12,...p (2.18)

@ COV(\AG,\?,-)=O, i1] (2.19)

3) as =s{+s5+. +sp—aIJ—I1+I oH p

(2.20)

(4) A proporcao da variancia total explicada pela
j-ésima componente principal estimada é:

I

[+l +. 41,0 1TL2p (2.21)
(5) A correlagcdo amostral entre \?j e X, é:

N R o

vx, s o hiFL2..p (222)
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1.7 Componente principal amostral de
variaveis padronizadas

Para um vetor de observacfes padronizadas

2=[24,2,,...,Z,] a matriz covariancia sera:

él rp, L fyl

~ U

s, R_é'zl 1L orapg
eM ML Ma

~ 1

épl re L 14§

A j-ésima componente principal das variaveis
padronizadas sera:
Yi =€z, =€z, t€yZ, +..v€,;Z,,,j=1,2, ..,p

(2.23)
onde: (I & i) € 0 j-ésimo par autovalor-autovetor de

Rcomllﬁ‘lz3...3lp3 0.

1.8 Propriedades das componentes
principais amostrais de variaveis
padronizadas

) V) =1ji=12..p (2.24)
@ COVG’i-S/,-)=0,i11 (2.25)
(3) Variancia total amostral:
_Pr _r e ~
:tr®:p—ja:l|j:|l+|2+_,_+|p (226)
@ 9z :éi\/:,j=1, 2,..p (2.27)

(5) A proporcdo da variancia total amostral,
explicada pela j-ésima componente, serd dada

por F] J=1,2,...,p. (2.28)
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2 Modelo de Regressao Mdltipla

Considere as n observa¢gdes de uma variavel
dependente y (n" 1) e p variaveis independentes X
(n" p), sendo as observagdes centradas tais que
y=X;=0,i=12, ..,p entdo a equacdo de regresséo
€ (MARDIA, KENT e BIBBY, 1982):

y=Xb+e, onde e~N,(0,52). (3.1)

Considerando que E=XGdenota a transformacéao
de X para as componentes principais E, entdo a equacao
de regressdo pode ser escrita como:

y=Ea+e, (3.2)

onde a =G'b. Como a matriz E representa as compo-
nentes principais, suas colunas sdo ortogonais, e 0s
estimadores &; permanecem inalterados se alguma
coluna de Efor eliminada do modelo de regressédo (HAIR

et al., 2005). Os estimadores de minimos quadrados dos
vetores a e e sdo dados, respectivamente, por:

a=(EE)'Ey e é=y-E4, (3.3)

ou

a = n-lli'le%y, i=1,2..,p, (3.4)

onde I, € o i-ésimo autovalor da matriz covariancia
nXX¢& O estimador &; tem esperanga e variancia dadas,
respectivamente, por Ea;) =a e V(a;) = s%nl. A

covariancia entre e ey,

Cov(e;,y)=n"'emy=n'gy X'y, (3.5)

pode ser usada para testar se a contribuicdo de e €
significativa para a regressdao. Sob a hipdtese nula,
H.: a, =0, a estatistica (MARDIA, KENT e BIBBY, 1982):

a;(nl)"?

_ €nY
Een-p-1))?

(Iiné'é/(n -p- 1))1/2

~tn—p-l_

(3.6)
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Como as componentes principais sdo ortogonais,

pode-se escrever:

o _ DA AU SR
yy—aaize(i)e(i)+ee—an|iai2+ee_ 3.7)
i=1

i=1

Entdo, nlaf/ly'y =corr®(y,e;) representa a
proporcdo da variancia de y explicada pela i-ésima
componente.

Selecionar aquelas componentes para as quais a
estatistica em (3.6) é significativa constitui um método

consistente de escolha das componentes principais a

serem retidas.

3 Resultados

Considere as variaveis explicativas (independentes):
receita com impostos, receita com contribuicdes, gasto
com pessoal, gasto com juros, gasto com investimentos,
transferéncias para estados e municipios e a variavel
resposta (dependente) beneficios previdenciarios, para

o Brasil, de 1980 a 2003, conforme mostra a tabela 1.

Denomine as variaveis de: X, = receita com
impostos, X,= receita com contribuicdes, X, = gasto
com pessoal, X, = gasto com juros, X, = gasto com
investimentos, X, = transferéncias para estados e
municipios e Y = beneficios previdenciarios.

O desenvolvimento computacional foi todo
realizado com uso do software Matlab, versdo 5.3.

Deve-se ressaltar a limitacdo do método, quando
aplicado aos dados da tabela 1, a qual envolve dados
de uma série temporal, ndo havendo uma maior

preocupacao com os fendmenos econdmicos envolvidos.



TABELA 1 - RECEITAS. GASTOS. TRANSFERENCIAS E BENEFICIOS
BRASIL - 1980-2003
(Em RS bilhdes)

ANO X1 X X3 X4 Xs Xe Y
1980 108,6 48 137 6,7 10,0 123 99
1981 99,6 50 15,7 29 18,6 114 96
1982 103,0 59 138 42 125 239 11,0
1983 91,9 25,0 11,7 51 85 214 92
1984 88,6 258 99 37 6.1 22,1 82

1985 107,9 218 138 10,7 88 323 109
1986 1203 233 144 352 183 405 118
1987 109.8 210 148 10,0 21,7 40,0 12,6
1988 105,0 258 189 383 18,9 37,2 144

1989 934 324 28,7 89.8 90 36,0 213
1990 103,2 1142 77,6 358 135 408 94,1
1991 810 974 59,2 6.1 154 348 851
1992 859 97,7 55,6 2715 12,5 36,6 832
1993 922 1116 614 350 174 428 64,5

1994 1113 1249 731 394 153 68,0 523
1995 1198 1433 95,0 420 12,0 54,2 816
1996 1208 1789 923 44,0 130 579 93,6
1997 1226 1941 931 44,0 158 971 614
1998 136,6 188,7 96,5 62,0 16,7 754 1077
1999 1350 205,6 932 82,0 12,6 757 1051
2000 1250 222,0 925 61,7 16,0 819 1028
2001 1319 232,0 94,2 76,0 210 861 1077
2002 136.8 245,5 952 70,0 12,8 933 1110
2003 1240 2434 850 107 69 863 1168

FONTES: Tesouro Nacional e Ministério da Fazenda
NOTA: Valores atualizados com base no IGP-DI.

A matriz de correlagdes resultante para as variaveis

explicativas foi:

X, Xy X3 X4 Xs Xg
€100 070 063 064 022 0780 X;
€70 1,00 095 073 008 093U X,

R:go,e?, 095 100 069 013 086 X3

D64 073 069 1,00 005 076 X,
€22 008 013 005 1,00 018U X5
@78 093 08 076 018 1,00 Xg

tendo autovetores normalizados associados dados pela
matriz G, onde a primeira coluna representa o
autovetor associado ao maior autovalor, a segunda
coluna representa o autovetor associado ao segundo

maior autovalor e, assim, sucessivamente.
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0,13 045 -
0,12 - 022 -
0,07 - 034 -
0,15 0,22
0,97 - 0,08
0,01 - 003 -
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0,29 -
0,08
0,05 -
047 -
0,10 -
0,06

0,09
0,02
0,17 -
0,04
0,00
0,25 -

0,00(]
0,13U
0,080
0,004
0,014
0,068

Os autovalores associados e respectivas variacdes

explicadas das componentes principais estao resumidos

na tabela 2.

TABELA 2 - PERCENTUAL DA VARIACAO TOTAL EXPLICADA PELAS
COMPONENTES PRINCIPAIS

COMPONENTE % EXPLICADA
AUTOVALOR | % EXPLICADA

PRINCIPAL ACUMULADA
18 4,1086 68,48 68,48
22 1,0056 16,76 85,24
& 0,4248 7,08 92,32
42 0,3316 5158 97,84
52 0,1032 1,72 99,56
62 0,0261 0,44 100,00

FONTE: Os autores

As correlacGes resultantes entre as componentes

principais e as variaveis originais estdo resumidas na

tabela 3.

TABELA 3 - CORRELACOES ENTRE AS COMPONENTES PRINCIPAIS E
AS VARIAVEIS ORIGINAIS

VARIAVEL COMPONENTES PRINCIPAIS

ORIGINAL | ” " s 5 .
X 083 013 045 029 -009 0,00
X 0% 012 022 008 002 013
X 092 007 034 005 -017 008
Xt 084 015 022 047 004 000
X 019 097 008 010 -000 001
X6 09 001 -003 -006 025 -006

FONTE: Os autores

Os escores correspondentes as componentes

principais estdo resumidos na tabela 4, gerando esses

dados a matriz E
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TABELA 4 - ESCORES PARA AS COMPONENTES PRINCIPAIS

et | e2 | es | es | es | es

-2.3558 -0.5149 0.7009 -0.6091 -0.4159 0.0667
-2.4320 1.3687 0.0050 -0.1081 -0.3406 0.1811
-2.2583 0.0182 0.3420 -0.4617 0.0204 -0.0598
-2.5715 -0.9995 -0.0340 -0.2757 0.1834 0.1079
-2.7313 -1.5571 -0.0980 -0.3138 0.2996 0.0875
-1.8866 -0.8317 0.6573 -0.6213 0.1888 -0.0868
-0.8466 1.2779 1.1733 0.0791 0.0903 -0.0217
-1.4196 2.0972 0.3350 -0.2135 0.3288 -0.0162
-1.1488 1.2619 0.4873 0.6541 0.1609 -0.0075
-0.7435 -1.3655 0.7515 2.1090 -0.0026 -0.1752
-0.0686 -0.1914 -0.6543 0.1257 -0.4899 -0.1121
-1.4403 0.2757 -1.6568 0.0805 0.0711 0.0519
-1.0769 -0.4460 -1.0606 0.4544 0.0227 0.0521
-0.4441 0.6404 -0.9938 0.6247 -0.0199 0.0998
0.7127 0.2597 -0.3429 -0.0503 0.2410 -0.3149
1.0120 -0.5013 -0.2275 -0.3887 -0.6217 -0.2772
1.3130 -0.3208 -0.2938 -0.3818 -0.4718 0.0449
2.2163 0.3107 -0.4294 -0.5016 0.6527 -0.3522
2.4684 0.5259 0.3526 -0.2671 -0.3508 -0.0912
2.6926 -0.5343 0.6296 0.1924 -0.3200 0.0529
2.4126 0.2410 -0.1945 -0.0217 0.1204 0.1495
3.0550 1.3316 0.0546 0.3604 0.0396 0.2523
3.1191 -0.4657 0.3431 -0.3454 0.2217 0.1264
2.4224 -1.8807 0.1535 -0.1206 0.3918 0.2419

FONTE: Os autores

Os parametros estimados pela expressao (3.3)

resultaram em:

a,=178649 ; a,=-5339%5 ; 4, =-247003 ;
a,=00101 ; 4, =-250773 e aq = 447734

O calculo da estatistica dada pela expressdo (3.6)
permite testar qual ou quais componentes principais tém
contribuico significativa para a regressdo. O resultado
das estatisticas estdo resumidos na tabela 5, de acordo
com a qual se verifica que apenas a primeira componente
principal é significativa para a regressdo estudada.

TABELAS- ESTATISTICA PARA TESTAR A SIGNIFICANCIA DAS
COMPONENTES PRINCIPAIS PARA A REGRESSAO

COMPONENTE PRINCIPAL ESTATISTICA t VALOR-p
12 4,9635 *0,0000
22 -0,2568 0,4002
32 -0,4097 0,3436
42 0,0001 0,5000
52 -0,0783 0,4693
62 -0,0323 0,4873

FONTE: Os autores
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Considerando-se a regressdo com apenas a
primeira componente principal, que é a Unica
significativa para a regressdo, como variavel explicativa,
resulta em um coeficiente de determinagao R?=0,7285.
Suponha-se que se deseja retornar as variaveis
explicativas originais, e, nesse caso, de acordo com a
tabela 3, as varidveis que se correlacionam mais
fortemente com a primeira componente principal sdo:
X X, X, X, e X, ficando de fora apenas a variavel X,
resultando em um coeficiente de determinagdo R? =
0,9496. Se ainda fossem consideradas apenas as variaveis
com correlacdo acima de 0,90, ou seja, retendo apenas
as variaveis explicativas: X,, X,e X, o coeficiente de
determinacgédo resultante seria R? =0,9463.

Conclusao

O método de descarte de varidveis explicativas
pelo uso de componentes principais ndo € o Unico
existente, por ser comum a aplicacdo dos métodos de
regressdo que envolvem a analise do coeficiente de
determinacgdo. No entanto, o método das componentes
principais permite uma reducao significativa no namero
de varidveis, fundamentalmente quando se tem um
significado adequado para a componente retida, a qual
pode ser tratada como a nova variavel explicativa.

A aplicacdo desse método é adequado princi-
palmente nos casos envolvendo um nimero muito
grande de variaveis explicativas em que as componentes
principais ttm uma interpretacdo significativa para o
pesquisador. A substituicdo das variaveis explicativas
originais pelas componentes principais retidas
proporciona um modelo com uma reducgédo substancial
no numero de variaveis explicativas.

As componentes principais no
descarte de variaveis em um
modelo de regressdo multipla

» Recebido em: 07.04.2005
» Aprovado em: 30.05.2005
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